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Preambulo

A lo largo de la profesion de un ingeniero, un fisico, un matematico, frecuentemente se
presentan ocasiones en las que deben ajustar curvas a un conjunto de datos representados
por puntos. Las técnicas desarrolladas para este fin pueden dividirse en dos categorias
generales: interpolacion y regresion. Se considerara aqui la primera de estas dos categorias.
Mas aun, como la teoria de aproximacion polinomial es mas adecuada para un primer curso
de calculo numérico, seré la que se considere principalmente en este trabajo.

Cuando se asocia un error sustancial a los datos, la interpolacion polinomial es inapropiada
y puede llevar a resultados no satisfactorios cuando se usa para predecir valores
intermedios. Los datos experimentales a menudo son de ese tipo. Una estrategia mas
apropiada en estos casos es la de obtener una funcidon aproximada que ajuste
“adecuadamente” el comportamiento o la tendencia general de los datos, sin coincidir
necesariamente con cada punto en particular.

Una linea recta puede usarse en la caracterizacion de la tendencia de los datos sin pasar
sobre ningun punto en particular. Una manera de determinar la linea, es inspeccionar de
manera visual los datos graficados y luego trazar la “mejor” linea a través de los puntos.
Aunque este enfoque recurre al sentido comun y es valido para célculos a “simple vista” es
deficiente ya que es arbitrario. Es decir, a menos que los puntos definan una linea recta
perfecta (en cuyo caso la interpolacion seria apropiada), cada analista trazara rectas
diferentes.

La manera de quitar esta subjetividad es considerar un criterio que cuantifique la
suficiencia del ajuste. Una forma de hacerlo es obtener una curva que minimice la
diferencia entre los datos y la curva y el método para llevar a cabo este objetivo es al que
se le llama regresion con minimos cuadrados.

Introduccion

El presente trabajo forma parte de los objetivos y contenidos de aprendizaje de la catedra
METODOS NUMERICOS, que pretende desarrollar las habilidades para la utilizacion de los
métodos lineales y estimacion de minimos cuadrados.

En este trabajo basicamente se habla de como desarrollar la aplicacion de los métodos
lineales y estimacion por minimos cuadrados, ademas de inferencia, prediccion y
correlacion.

Se desarrollaron una serie de ejemplos mediante los cuales se trata de presentar la
manera mas sencilla de usar estos métodos.

Si se sabe que existe una relacién entre una variable denominada dependiente y otras
denominadas independientes (como por ejemplo las existentes entre: la experiencia
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profesional de los trabajadores y sus respectivos sueldos, las estaturas y pesos de
personas, la produccion agraria y la cantidad de fertilizantes utilizados, etc.), puede darse
el problema de que la dependiente asuma multiples valores para una combinacion de
valores de las independientes.

La dependencia a la que hace referencia es relacional mateméatica y no necesariamente de
causalidad. Asi, para un mismo nimero de unidades producidas, pueden existir niveles de
costo, que varian empresa a empresa.

Si se da ese tipo de relaciones, se suele recurrir a los estudios de regresién en los cuales se
obtiene una nueva relacion pero de un tipo especial denominado funcion, en la cual la
variable independiente se asocia con un indicador de tendencia central de la variable
dependiente. Cabe recordar que en términos generales, una funcién es un tipo de relacion
en la cual para cada valor de la variable independiente le corresponde uno y s6lo un valor
de la variable dependiente.

Objetivos
Entre los objetivos propuestos en este apartado se puede citar los siguientes:
1. Que sea facilmente comprensible para los alumnos con un conocimiento minimo de
matematicas;
2. Capacitar a los alumnos para que practiquen los métodos numéricos en una computadora;
3. Elaborar programas simples que puedan usarse de manera sencilla en aplicaciones
cientificas;

4. Proporcionar software que resulte facil de comprender.

La importancia de los métodos numéricos ha aumentado de forma drastica en la ensefianza de la
ingenieria y la ciencia, lo cual refleja el uso actual y sin precedentes de las computadoras.

El desarrollo de un programa siempre es importante en el aprendizaje de métodos numéricos. La
presentacion de resultados calculados con graficos utilizando algin software, por ejemplo MATLAB,
motiva a los alumnos para aprender métodos matematicos y numéricos que de otra forma podrian
resultar tediosos.

Regresion Simple y Correlacion

La Regresion y la Correlaciéon son dos técnicas estadisticas que se pueden utilizar para
solucionar problemas comunes en los negocios.

Muchos estudios se basan en la creencia de que es posible identificar y cuantificar alguna
Relacion Funcional entre dos o més variables, donde una variable depende de la otra
variable.
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Se puede decir que Yy depende de X, en donde Yy y X son dos variables cualquiera en un
modelo de Regresion Simple.

“y esuna funcién de X y= f(X)
Como Yy depende de X,

y Es la variable dependiente, y
X Es la variable independiente.

En el Modelo de Regresiéon es muy importante identificar cual es la variable dependiente y
cual es la variable independiente.

En el Modelo de Regresion Simple se establece que Yy es una funcion de sélo una variable

independiente, razon por la cual se le denomina también Regresién Divariada porque sélo
hay dos variables, una dependiente y otra independiente y se representa asi:

y=f(X) “Y esta regresando por X”

La variable dependiente es la variable que se desea explicar, predecir. También se le
llama REGRESANDO 6 VARIABLE DE RESPUESTA.

La variable Independiente X se le denomina VARIABLE EXPLICATIVA 6 REGRESOR y se le
utiliza para EXPLICAR Y.

En el estudio de la relaciéon funcional entre dos variables poblacionales, una variable X,
llamada independiente, explicativa o de prediccion y una variable Yy, llamada

dependiente o variable respuesta, presenta la siguiente notacion:

y=a-+bx+e
Donde:

a: Es el valor de la ordenada donde la linea de regresion se intercepta con el eje Y.
b: Es el coeficiente de regresion poblacional (pendiente de la linea recta)
e : Es el error que se comete al ajustar los datos.

Suposiciones de la Regresion Lineal

Los valores de la variable independiente X son fijos, medidos sin error.

La variable Y es aleatoria

Para cada valor de X, existe una distribucion normal de valores de Y (subpoblaciones Y)
Las variancias de las subpoblaciones Y son todas iguales.

Todas las medias de las subpoblaciones de Y estan sobre la recta.

Los valores de Y estan normalmente distribuidos y son estadisticamente independientes.

OO, WN PR
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Problemas al Ajustar un Modelo de Regresion Lineal Simple

Al ajustar un modelo de regresion lineal simple se pueden presentar diferentes problemas
bien porgue no existe una relacion lineal entre las variables o porque no se verifican las
hipdtesis estructurales que se asumen en el ajuste del modelo. Estos problemas son los
siguientes:

v' Falta de Linealidad, porque la relaciéon entre las dos variables no es lineal
0 porque variables explicativas relevantes no han sido incluidas en el
modelo.

v/ Existencia de valores atipicos e influyentes, existen datos atipicos que se
separan de la nube de datos muestrales e influyen en la estimacion del
modelo.

v/ Falta de Normalidad, los residuos del modelo no se ajustan a una
distribucién normal.

v' Heterocedasticidad, La heterocedasticidad es la existencia de una
varianza no constante en las perturbaciones aleatorias de un modelo
econometrico.

v' Dependencia (autocorrelacion), existe dependencia entre las
observaciones.

En este apartado se estudia como detectar estos problemas, su influencia en el calculo del
modelo de regresion y las posibles soluciones de los mismos.

Un primer paso para el estudio de estos problemas es la realizacion de un estudio
descriptivo, analitico y grafico, de la muestra. En particular el grafico de puntos de la
muestra bidimensional permite detectar algunos problemas como se deja de manifiesto en
las siguientes figuras (1 al 6).

Figura 1. La nube de puntos muestrales bidimensionales parece ajustarse bien a una recta.

n Figure Mo. 1 E]@

File Edit Tools MWindow Help
20
®
15+ » ]
e §
10+ [ J
L
o ¥
L
5 - R ]
Tte *
0 i L
0 2 4 3] =] 10

Universidad Surcolombiana - Neiva - Huila - Colombia 5de 23



Ing. Yamil Armando Cerquera Rojas

Figura 2. El ajuste lineal no parece adecuado para esta muestra.
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Figura 3. No existe relacion lineal entre las dos variables.
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Figura 5. Existen puntos atipicos que probablemente influyan en la estimacién de la recta ajustada.
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Figura 6. Existe una variable regresora binaria que se debe de incluir en el modelo de regresion.
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Método de Minimos Cuadrados

El procedimiento mas objetivo para ajustar una recta a un conjunto de datos presentados
en un diagrama de dispersion se conoce como "el método de los minimos cuadrados”. El
ejemplo mas simple de una aproximacion por minimos cuadrados es el ajuste de una linea
recta a un conjunto de parejas de datos observadas: (X;,Y;),(X2,Y5),(X3,¥Y3)s-s (X, Yy) -
La recta resultante y=a+bx+E, en donde a y b son coeficientes que representan la
interseccion con el eje de las abcisas y la pendiente, E es el error o residuo entre las
observaciones y el modelo, E =y —a+bX, y presenta dos caracteristicas importantes:

1. Es nula la suma de las desviaciones verticales de los puntos a partir de la recta de

ajuste D (Y-Y)=0.
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2. Es minima la suma de los cuadrados de dichas desviaciones. Ninguna otra recta daria

una suma menor de las desviaciones elevadas al cuadrado Z(\?—Y)2 — 0 (minima).
Criterio para un “mejor” ajuste

Una estrategia que obtiene la “mejor” linea a través de los puntos debe minimizar la suma
de los errores residuales, como en:

Zn:Ei=Zn:(yi_ao_a1Xi) Ec 1
i1 i1

Otro criterio seria minimizar la suma de los valores absolutos de las diferencias, esto es:

n n
Z‘Ei‘:Z[yi_aO_alxi] Ec 2
i=1 =1
Una tercera estrategia en el ajuste de una linea 6ptima es el criterio de minimas. En este
método, la linea se escoge de tal manera que minimice la distancia maxima a la que se
encuentra un punto de la linea recta. Esta estrategia esta mal condicionada para regresion
ya que influye de manera indebida sobre un punto externo, aislado, cuyo error es muy
grande. Se debe notar que el criterio de minimas, algunas veces esta bien condicionado
para ajustar una funcién simple a una funcién complicada.

Una estrategia que ignora las restricciones anteriores es la de minimizar la suma de los
cuadrados de los residuos, S, , de la siguiente manera:

S,=>E’=>(y,—a—-bx)  Ec3

i=1 i=1

Este criterio tiene muchas ventajas, incluyendo el que ajusta una linea Gnica a un conjunto
dado de datos. Antes de analizar estas propiedades, se muestra un método que determina
los valores de a y b que minimizan la ecuacion Ec 3.

Primera forma de obtener los valores a y b.

La obtencién de los valores de a y b que minimizan esta funcién es un problema que se
puede resolver recurriendo a la derivacion parcial de la funcion en términos de a y b:
I[lamemos G a la funcién que se va a minimizar:

G=) (y-a-hx)? Ec 4

Se toma las derivadas parciales de G respecto de a 'y b que son las incognitas y se igualan a
cero; de esta forma se obtienen dos ecuaciones llamadas ecuaciones normales del
modelo, que pueden ser resueltas por cualquier método ya sea igualacion o matrices para
obtener los valores de a 'y b.
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Primera Ecuacion Normal
La ecuacion G = Z(y—a—bx)2 , se deriva parcialmente respecto de a

dG dG

_9 —a-bx)(-D)=0=—"—"=22 —a—-bx) =0, donde
™ 2.y )(=D) B Dy )

dG : . A

e D (y-a-bx)=0, y si se tienen n términos entonces.

dG , . .
o Y y-na-b) x=0, organizando el sistema se tendra:

Z y=na+ bz X Primera ecuaciéon normal Ec 5
Segunda Ecuacion Normal

Ahora se deriva parcialmente la ecuacién G = Z(y —a—bx)? respecto de b
dG dG

E:ZZ(y—a—bx)(—x):O EE:—ZZ(y—a—bX)(X):O
Z—i=2(y—a—bx)(x)=0 zi—i:Z(xy—ax—bxz)zo

dG ) , , .
E:ny—aZx—be =0, organizando el sistema se tendra:

D> xy=a) x+b> x* Segunda ecuacion normal Ec 6

Los valores de a y b se obtienen resolviendo el sistema de dos ecuaciones (Primera y
segunda ecuacion normal) con dos variables (a y b) dados en las Ec 5y 6. Si se toma lo

siguiente, A=Yy, B=Yx, C=>xy, D=Yx?, se puede decir que el sistema de

) na+Bb=A ) »
ecuaciones quedara asi: , resolviendo con el programa MatLab, la expresion:
Ba+Db=C
S = solve('n*a+B*b=A', 'B*a+D*b=C', 'a,b') dard como resultado
S = a: [1x]l sym]

b: [1x1l sym]

Como S es una estructura, toca pedir luego el valor correspondiente al campo b de La
siguiente manera:

» S.b
ans = - (-n*C+A*B)/ (n*D-B~2), que interpretado como funcion dara:
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MO EDRINENNIDWDN S RIMW.)
Ny x* ~(Xx) Ny x* ~(Ex)

obtener el valor de a asi: a=y—bx

, 0 con el valor calculado para b, se puede

EJEMPLO 1

Ajustese una linea recta a los valores x y y de las primeras dos columnas de la siguiente
tabla:

o Wi = (g —abx)

Xi
1 0.5 0.5 8.5765 0.1687
2 2.5 5.0 0.8622 0.5625
3 2.0 6.0 2.0408 0.3473
4 4.0 16.0 0.3265 0.3265
5 3.5 175 0.0051 0.5896
6 6.0 36.0 6.6122 0.7972
7 5.5 385 4.2908 0.1993
> —>28 24 119.5 22.7143 2.9911
Se pueden calcular las siguientes cantidades:
n=7 D oxy; =1195 > x7 =140 D x =28
X = ? =4 Yy =2 y= % =3.428571429
ny xy—» X
Usando las ecuaciones: b = Z Y Z Zzy y a=y-bx, se tiene:
> x* (%)
* _ *
_ 171195-28"24 0.839285714

7*140-28°
a =3.428571429 —0.829285714* 4 = 0.07142857
Por lo tanto la ecuacién lineal con ajuste por minimos cuadrados es:
y =0.07142857 + 0.839285714x
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Ejemplo con MatLab:

x =[0.1, 0.4, 0.5, 0.7, 0.7, 0.9];

y =[0.61, 0.92, 0.99, 1.52, 1.47, 2.03];
¢ = polyfit(x,y,1)

cl = x(1):0.1:x(length(x))

c2 = polyval(c,cl)

plot(c1,c2);hold on

plot(x,y,x’)

axis([0,1,0,2.1])

xlabel('x’)

ylabel('y)

EJEMPLO 2

Se toma una muestra aleatoria de 8 ciudades de una region geografica de 13
departamentos y se determina por los datos del censo el porcentaje de graduados en
educacion superior y la mediana del ingreso de cada ciudad, los resultados son los
siguientes:

CIUDAD 1 2 3 4 5 6 7 8
% de (x) Graduados 7.2 6.7 17 12,5 6.3 23.9 6 10.2
Ingreso (y) Mediana 4.2 4.9 7 6.2 3.8 7.6 44 54

De las ecuaciones normales:
dy=na+bY x y Dxy=a) x+b> x
Se debe encontrar los términos de las ecuaciones

>y, DX, > xy, D x* Por tanto se procede de la siguiente forma:
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y X Xy NG
4.2 1 7.2 ] 30.24 | 51.84
49 1] 6.7 ] 32.83 | 44.89
7.0 117.01119.00] 289.00
6.2 |12.5| 77.50 | 156.25
3.8 6.3]23.94 | 39.69
7.6 123.91181.64] 571.21
4.416.0] 26.40 | 36.00
5.4 110.2| 55.08 | 104.04

43.5189.8|546.63|1292.92

O|N|oojlolb|lWIN|F-] S

N

Sustituyendo en las ecuaciones los resultados obtenidos se tiene:

43.50 =8a+89.8b Ec. 1
546.63=89.8a+1292.92b Ec. 2

Para resolver el anterior sistema, se multiplica la primera ecuacion por (-89.8) y la
segunda por (8) asi:

43.50
-3906.30

8a + 89.80b *(-89.8) Ec1 546.63
-718.4a - 8064.04b 4373.04

89.8a + 1292.92b *(8) Ec2
7184a + 10343.36b

Ec 1+ Ec2 = 466.74 = -0- 2279.32b

. 466.74
2279.32

Este valor de b se reemplaza en cualquiera de las ecuaciones para obtener el valor de a:

=0.20477

Reemplazando b = 0.20477 en la primera ecuacion normal. (Ec. 1)
43.50 =8a +89.8(0.20477) , donde 43.50 =8a +18.3880 , despejando a se tiene:

0B g

Se tiene entonces que los coeficientes de regresion son: a = 3.139 y b = 0.20477. Por tanto
la ecuacion de regresion queda: Y= 3.1390 + 0.20477x

Significa entonces que por cada incremento en una unidad en X el valor de Y se aumenta
en 0.20477

Esta ecuacion permite estimar el valor de Y para cualquier valor de X, por ejemplo: Una
ciudad que tiene un porcentaje de graduados a nivel superior del 28% la mediana de
ingreso para la ciudad sera:

Y =3.1390+0.20477 * (28)
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\? =8.87 Decenas de miles de $.

Segunda forma de obtener los valores deay b

Partiendo de las dos ecuaciones normales se tiene:

> y=na+b) x (Ec 1), y Y xy=a)y x+b> x*(Ec 2)

Si se divide todos los términos de la ecuacion normal (Ec 1) entre n quedando:

2y _ra b) X
n

n n
Se tiene entonces que el primer término es Y el segundo término es la incognita a y el

tercer termino es la incognita b multiplicada por X , por tanto quedaria de la forma:

Y=a+bX, entonces a=Y-bX
Reemplazando a en la ecuacion (Ec 2) se tiene:

ny:(\?—b?)Zx+be2 — b x*=>xy— (Y -bX) x
b x% = xy =YY x+bX > x
B = Ty - n\?Zx+ nbX > x

n n

b> x? :ny—mﬁ+nbf2 — by x? —nbX = xy-n¥X
b(sz —an:ny—nW

_ 20X 546.63-8(54375)(112250) _ 58.3425
32 -nX" 1292.92-8(11.2250)2  284.9150

a=5.4375-0.20477 (11.2250) = 5.4375 - 2.2985 = 3.139

=0.20477

Se debe tener presente la diferencia entre el valor de Y obtenido con la ecuacion de

A
regresion y el valor de Y observado. Mientras Y es una estimacion y su bondad en la
estimacion depende de lo estrecha que sea la relacion entre las dos variables que se

estudian; Y- es el valor efectivo, verdadero obtenido mediante la observacion del
investigador. En el ejemplo Y °es el valor mediano del ingreso que obtuvo el investigador

A
Utilizando todos los ingresos observados en cada ciudad y Y es el valor estimado con base
en el modelo lineal utilizado para obtener la ecuacién de regresion.
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Los valores estimados y observados pueden no ser iguales por ejemplo la primera ciudad

tiene un ingreso mediano observado de Y°= 4.2 al reemplazar en la ecuaciéon el
porcentaje

De graduados se obtiene un Y estimado de

AN
Y =3.1390 + 0.20477(1.2) =4.61

Graficamente lo anterior se puede mostrar asi:

rn Figure No. 1 Q@

File Edit Tools ‘Window Help
NEES NAA A/ | 22D
AY ' ' '

Valor Observadao

8
E “alor Estimado
) X
: P

Claramente se observa en la grafica que hay una diferencia entre el valor efectivo de Y° y
el valor estimado; esta diferencia se conoce como error en la estimacion, este error se
puede medir. A continuacion se vera el procedimiento.

Error estandar en la estimacion

El error estandar de la estimacién designado por S,, mide la disparidad "promedio" entre

yX

A
Los valores observados y los valores estimados de Y . Se utiliza la siguiente formula.

A
Se debe entonces calcular los valores de Y para cada ciudad sustituyendo en la ecuacion
los valores de los porcentajes de graduados de cada ciudad estudiada.

Y =3.139+0.20477(x)

noye X oy oyoy (Y°-Y)?
1 42 7.2 46 -0.4  0.16
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49 6.7 45 0.4 0.16
7.0 17.0 6.6 0.4 0.16
6.2 12.5 5.7 0.5 0.25
3.8 6.3 4.4 -0.6 0.36
7.6 23.9 8.0 -0.4 0.16
4.4 6.0 44 0.0 0.00
5.4 10.2 5.2 0.2 0.04

1.29

MCD\ICDCH-&OOI\)

2
Yoy
Z{ j 129
n—2 82

Como esta medida trata de resumir la disparidad entre lo observado y lo estimado, es
decir, trata de medir la diferencia promedio entre lo observado y lo estimado 6 esperado
de acuerdo al modelo, puede considerarse como un indicador del grado de precisién con
que la ecuacidon de regresion, describe la relacion entre las dos variables. Este error
estandar se ve afectado por las unidades y sus cambios ya que es una medida absoluta,
pues, se da en la misma unidad de medida que esta dada la variable Y; en el ejemplo 0.46
seran decenas de miles de pesos, razon por la cual no es posible comparar con las
relaciones de variables dadas en distinta unidad de medida. Es necesario entonces calcular
una medida que interprete o mida mejor el grado de relaciéon entre las variables.

=4/0.215 =0.46 (Decenas de miles de pesos)

Coeficiente de determinacion

El cambio de la variable Y generalmente depende de muchos factores, en ocasiones,
dificiles de identificar; con el modelo lineal simple, s6lo tenemos presente uno. Por
ejemplo, en nuestro caso la mediana del ingreso depende no s6lo del porcentaje de
graduados en el nivel superior, que es, el factor que tenemos presente, pueden entrar a
jugar factores tales como, la distribucion de la edad en la poblacién, la distribucion por
sexo en la poblacion, la industrializacion de la ciudad, el numero de universidades y
muchos otros.

El coeficiente de determinacién mide o interpreta la cantidad relativa de la variacion que
ha sido explicada por la recta de regresion, es decir, la proporcion de cambio en Y
explicado por un cambio en la variable X (X es el factor que se utiliza para calcular la
recta de ajuste o ecuacion de regresion, en el ejemplo es el porcentaje de graduados en el
nivel superior en cada ciudad).

Para el ejemplo el Coeficiente de determinacion va a medir la proporcion del cambio en el
ingreso mediano de cada ciudad, debido o explicado por un cambio en el porcentaje de
graduados en el nivel superior.

Vea algunos componentes de la variabilidad en el analisis de regresion:
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La diferencia entre cada valor de Y observado y Y media se denomina variacién de Y.
(y° -V):Variacién de Y.

n _
La diferencia entre Y estimado y Y media, es la variacion tenida en cuenta por la
ecuacion de regresion, razon por la cual se denomina variacion explicada de Y.

-
(Y -Y ) = variacién explicada de Y.

N
La diferencia entre Y° observado y Y estimado, son variaciones consideradas debidas a
factores diferentes al tenido presente por la ecuacion de regresion por eso se llama:
variacion no explicada de Y.
(Y° =Y ) = variacion no explicada de Y

La sumatoria de las diferencias en cada una de las formas de variacion la podemos
representar asi:

3 (o —¥J = variacion total
S (vo -¥f = variacion no explicada
> (V=YF = variacion explicada
Sl ¥f = 2o ¥f + 2 v

Graficamente esta relacion se puede representar asi:

}-.{.
E=— ¥ /} °—Y =ei variacion no
Variacion total /1 { ' eXplicada
( Y=Y = variacion
Y :Xxp licada

variacion explicada

var iacion no explicada
X

Se mencion6 anteriormente, que el coeficiente de determinacion es la proporcién de
cambio explicado en Y, por cambio en X, es decir, la proporcion que representa la
variacion explicada de la variacion total. Recuerde una proporcion es la relacion de una
parte con el total, por tanto, el coeficiente de determinacion sera:
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r2

explicada y la variacién total. Su valor siempre estara 0 < r2<i.

S-vf

_>-vf

IR S (i

En otras palabras el coeficiente de determinaciéon es la relacién entre la variacion

Para su calculo se procede asi:

4.2 5.44
4.9 5.44
7.0 5.44
6.2 5.44
3.8 5.44
7.6 5.44
4.4 5.44
5.4 5.44

D> 435

Y =43.5/8=5.44

. S(-yf 1178

oo ~NOoO Ol WDN - S

Z(yo _y)z 13271

-1.24
-1.24
1.56
0.76
1.64
2.16
1.04
0.4

=0.8876

1.5376
0.29
2.43
0.58
2.69
4.66
1.08

0.001

13.271

4.6
4.5
6.6
5.7
4.4
8.0
4.4
5.2

-0.84
-0.84
1.16
0.26
-1.04
2.56
-1.04
-0.24

0.71
0.88
1.35
0.07
1.08
6.55
1.08
0.06

11.78

-0.4
0.4
0.4
0.5
-0.6
-0.4
0.0
0.2

yacerque@gmail.com

YO Y_ YO_Y_ (YO_Y_)2 S\/ S\/_V (YA_V)Z YO_S‘/ (YO_YA)Z

0.16
0.16
0.16
0.25
0.36
0.16
0.00
0.04

1.29

Generalmente esta proporcion se expresa como porcentaje, por tanto se puede decir que

r’ =88.76%

Como conclusion se puede decir que el 88.76% de la variacion en el ingreso mediano de las
ciudades de la muestra esta relacionada o explicada por la variacion en el porcentaje de
graduados en Educacién Superior en cada ciudad.

Coeficiente de correlacion

Este Coeficiente como ya se dijo mide la fuerza de la relacion entre las variables. El
coeficiente tiene el signo que tiene b y su valor estarda —1<r <1 El signo menos en el
indice significa una relacion negativa y un signo mas una correlacién positiva. El
coeficiente se obtiene sacando la raiz cuadrada al coeficiente de determinacion y se

simboliza con "r".
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~ —\2
S0 ortanto r= [ 1178 _ /58876 = 0.942125

S (ye-yf 13.2710

En este caso el coeficiente r tiene signo positivo ya que toma el valor de b obtenido con
las ecuaciones normales toma valor positivo.

A continuacion se da, a modo de orientacion, como podrian interpretarse los valores de r
(positivo 0 negativo)

0.0 a 0.2 Correlaciéon muy débil, despreciable
0.2 a 0.4 Correlacion débil. Bajo

0.4 a 0.7 Correlacion moderada

0.7 a 0.9 Correlacion fuerte, alto, importante
0.9 a 1.0 Correlacion muy fuerte, muy alto

La correlacion entre los valores de dos variables es un hecho. ElI que lo consideremos
satisfactorio o no, depende de la interpretacién. Otro problema que representa la
correlacién es cuando se pregunta si una variable, de algin modo causa o determina a la
otra. La correlacién no implica causalidad. Si las variables X e Y estan correlacionadas,
esto puede ser por que X causa a Y, o porque Y causa a X o porque alguna otra variable
afecta tanto a X como Y, o por una combinacion de todas estas razones; o puede ser que la
relacion sea una coincidencia.

Modelo de regresion lineal con el uso de matrices y varias
variables independientes

Al ajustar un modelo de regresion lineal multiple, en particular cuando el niumero de
variables pasa de dos, el conocimiento de la teoria matricial puede facilitar las
manipulaciones matematicas de forma considerable. Suponga que el experimentador tiene
k variables independientes xi, X,....,Xk, Y n observaciones yi, Y2,...., Yn, Cada una de las
cuales se pueden expresar por la ecuacion: Y; = By + S Xy + Lo Xoi +oo+ B X + &

Este modelo en esencia representa n ecuaciones que describen cémo se generan los
valores de respuesta en el proceso cientifico. Con el uso de la notacién matricial, podemos
escribir la ecuacién: y= Xf+¢, donde

Y1 1 X1 Xy e X Bo
Yo 1 X Xpp o X2 B
Xk3
_yn i _1 X1n X2n an i _ﬂk i
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Entonces la solucion de minimos cuadrados para la estimacion de que se ilustra en la
seccion Estimacion de coeficientes, "Regresion lineal multiple" implica encontrar b para la
que: SSE = (y - Xb)'(y - Xb)

Se minimiza. Este proceso de minimizacion implica resolver para b en la ecuacién
0
—(SSE) =0
ob
No se presentan los detalles relacionados con las soluciones de las ecuaciones anteriores.

El resultado se reduce a la solucién de b en: (X'X)b= X"y

Nétese la naturaleza de la matriz X. Aparte del elemento inicial, el i-ésimo renglon
representa los valores x que dan lugar a la respuesta y;. Al escribir

n n n n
n DX D Xoi e DXy Jo =i
i—1 i—1 i—1 i-1
n n 2 n n n
DX D X, D XeiXoi e D Xgi Xy 01 =D Xq i
=1 =1 =1 =1

A=X'X = i i i i y g:X'y: i=1

n n n n
2 —
i i i in2i e ki = 2. X Yi
DX L XX 2 XX DX Ok = 2 %aYi
Li=1 i=1 i=1 i=1 i=1

Las ecuaciones normales se pueden escribir en la forma matricial AB=g

Si la matriz A es no singular, se puede escribir la solucion para el coeficiente de regresion
como b = A'lg =(X' X)Xy

De esta forma se puede obtener la ecuacién de prediccion o la ecuacion de regresion al
resolver un conjunto de k + 1 ecuaciones con un ndmero igual de incégnitas. Esto implica
la inversion de la matriz X'X de k + 1 por k + 1. Las técnicas para invertir esta matriz se
explican en la mayoria de los libros de texto sobre determinantes y matrices elementales.
Por supuesto, se dispone de muchos paguetes de computadora de alta velocidad para
problemas de regresion multiple, paquetes que no sélo imprimen estimaciones de los
coeficientes de regresion, sino que también proporcionan otra informacién relevante para
hacer inferencias respecto a la ecuacion de regresion.

EJEMPLO 3

Se midié el porcentaje de sobre vivencia de cierto tipo de semen animal, después del
almacenamiento, en varias combinaciones de concentraciones de tres materiales que se
utilizan para aumentar su oportunidad de sobre vivencia. Los datos son los siguientes:

N y(% sobre vivencia) | xi(peso %) | Xa2(peso %) | X3(peso %)
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1 25,5 1,74 5,30 10,80
2 31,2 6,32 5,42 9,40
3 25,9 6,22 8,41 7,20
4 38,4 10,52 4,63 8,50
5 18,4 1,19 11,60 9,40
6 26,7 1,22 5,85 9,90
7 26,4 4,10 6,62 8
8 25,9 6,32 8,72 9,10
9 32 4,08 4,42 8,70
10 25,2 4,15 7,60 9,20
11 39,7 10,15 4,83 9,40
12 35,7 1,72 3,12 7,60
13 26,5 1,70 5,30 8,20
> 377.5 59.43 81.82 115.4

Estime el modelo de regresion lineal maltiple para los datos dados.

SOLUCION:
13 59.43 81.82 115.4

159.43 394.7255 360.6621 522.0780
|81.82 360.6621 576.7264 728.3100
115.4 522.0780 728.3100 1035.9600

377.5
1877.567
2246.661
3337.780

X'y =

Por lo tanto, las ecuaciones de estimacién de minimos cuadrados, [X'X Jb]=[X"y], son

13 5943 8182 1154 Tb,] [ 377.5
50.43 304.7255 360.6621 522.0780 | b, | |1877.567

81.82 360.6621 576.7264 728.3100 | b, 2246.661
115.4 522.0780 728.3100 1035.9600 || by | |3337.780
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De los resultados obtenidos con MatLab en una computadora se obtiene los elementos de

la matriz inversa
8.0648 —-0.0826 —-0.0942 -0.7905

(X' X)L = —-0.0826  0.0085 0.0017  0.0037
|-0.0942 00017 0.0166 —0.0021

—-0.7905 0.0037 -0.0021 0.0886

Y después, con el uso de la relacién b:[X'X]_l*[X'y], los coeficientes estimados de
regresion son:

39.1574

1.0161 -
= , De lo cual se infiere que:

—1.8616

—0.3433
bo= 39.1574, b; =1.0161, b, =-1.8616, bs=-0.3433.

En consecuencia la ecuacion de regresion estimada es:
y =39.1574 +1.0161x; —1.8616x, —0.3433X4

Modelo de regresién lineal con el uso de matrices y una sola
variable independiente

Para el caso de una sola variable independiente, el grado del polinomio de mejor ajuste a
menudo se puede determinar al graficar un diagrama de dispersion de los datos que se
obtienen de un experimento que da n pares de observaciones de la forma

{6,y ki=12...n)

21de23
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n n n n
DU T X
i IrTl |;1 r|1:1 r::l
DX XX YK iny” b | Y xy;
In:]. , I;l ; I:l ) I:l , i=1 .
Exi ;X‘ Exi Exly b, =

n n n n : n
X 2Nt 2 X by |2y
Li=1 i=1 i=1 i=1 Li=1l

Al resolver estas r + 1 ecuaciones, se obtiene las estimaciones by, by,..... , br y por ello se
genera la ecuacion de prediccion de regresion polinomial: y =b, + b1x+b2x2 +...+byxy

El procedimiento para ajustar un modelo de regresién polinomial se puede generalizar al
caso de mas de una variable independiente. De hecho, el estudiante de analisis de
regresion debe, en esta etapa, tener la facilidad para ajustar cualquier modelo lineal en, k
variables independientes. Suponga, por ejemplo, que tiene una respuesta Y con k = 2
variables independientes y se postula un modelo cuadratico del tipo

2. 2
Vi = Bo + BiXai + BoXoi + X 1i + S X 20 + ProXgi Xpi + &

Donde vY;,i=12,.,n es la respuesta para la combinacion x;,X, de las variables

independientes en el experimento. En esta situacionn debe ser al menos 6, pues hay seis
parametros a estimar mediante el procedimiento de minimos cuadrados.

Ademas, como el modelo contiene términos cuadraticos en ambas variables, se deben usar
al menos tres niveles de cada variable. El lector debe verificar con facilidad que las
ecuaciones normales de minimos cuadrados [X'X Jb]=[X"y] estan dadas por:

» » » . ] . » T [
” th' in'{i lei Z A Z Ay g &y E Fi
iml el il

i=l =l i=]l

] L] . ] ] . ] . ] . ]
2m 2A mm Dm 2% >mnm |l || X aw
iml iml iml il

iml iml iml

Id X Id X hd b hd
2 2 3 2
szz' leixzi szz' quxzz' Z &z th‘ Xz b, E 2k
1 1 1 )

i=]l i=]l i=l

L2 S 2 o SN o 2
lei lei z 13 X th' th' X th' Xy B E ¥
i1 i1 i 1 il

ial iml iml

L2 < 1N L3 SR el < 3 L2
Zxﬁi leixﬁi Zxﬁi leixzi szz' leixzi A E aiy
i ) il i n ]

i-1 i=1

b X 2 b 9 X b 3 X 2 32
leixﬂi quxzz' leixﬂi in'xﬂi leixzi leixﬁi
= ] il

iml im] iml

»
By leixzi}’z‘
J|Az) = | ]
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EJEMPLO 4

Los siguientes datos representan el porcentaje de impurezas que ocurren a varias
temperaturas y tiempos de esterilizacién durante una reaccion asociada con la fabricacion
de cierta bebida.

Tiempo de esterilizacién, | Temperatura, x; (°C)
X (Minutos) 75 | 100 | 125

15 14.05 | 10.55 | 7.55
14.93 | 9.48 | 6.59
20 16.56 | 13.63 | 9.23
15.85 | 11.75 | 8.78

25 22.41  18.55 | 15.93

21.66 1 17.98 | 16.44

Estimar los coeficientes de regresion en el modelo

2 2
Hy | X=Bo + BiXy + BaXy + BuXi + BopXy +.t BraXi Xy

SOLUCION:
bo = 56,4668 by, =0,00081
b, = -0,36235 by, = 0,08171
b, = -2,75299 by, = 0,00314

Y la ecuacion de regresion estimada es

y =56.4648 — 0.36235x%, — 2.75299x, + 0.00081x{ +0.08171x3 +0.00314x, X,

La mayoria de los principios y procedimientos asociados con la estimacion de funciones de
regresion polinomial caen en la categoria de la metodologia de respuesta superficial, un
conjunto de técnicas que los cientificos e ingenieros han utilizado con bastante éxito en
muchos campos. Problemas como la seleccion de un disefio experimental apropiado, en
particular para casos donde hay un numero grande de variables en el modelo, y la eleccion
de las condiciones "Optimas" de operacion sobre X, X,,...,X, @ menudo se aproximan a

través del uso de estos métodos.
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