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.-  INTRODUCCION

En el presente trabajo nos dedicaremos al estudio de los Momentos no
Centrados de la Distribucion hipergeométrica.

De esta manera daremos un concepto matematico importante que tiene
diversas aplicaciones en los modelos probabilisticos.

Con el propdsito de presentar un desarrollo riguroso de este tema, se
requeriran conocimientos, matematicos de un nivel considerablemente mayor
del que estemos suponiendo aqui pero que el transcurso del desarrollo del
proyecto iremos tocando cada uno de estos términos.

En este trabajo de investigacién desarrollaremos la relacion que tienen
cada uno de los momentos no centrados de la Distribucion hipergeometrica que
también se los conoce con el nombre de momentos potenciales.

Entre las Esperanzas mateméticas que son de especial importancia en
la estadistica estan los momentos de una variable aleatoria que en este caso
para nuestro estudio serd la variable aleatoria de la Distribucion
hipergeométrica y veremos como mediante la funcion generadora de
momentos existe relacion con cada una de estos momentos. De esta manera
el lector podra preguntarse si este método es del todo til y que servira o no en
la concepcion de conocimientos en nuestra formacion profesional.

.- PLANEAMIENTO DEL PROBLEMA

Los momentos no centrados de la Distribucion Hipergeometrica se
han escogido en virtud a la gran importancia para el desarrollo de las
caracteristicas y propiedades de la Distribucién hipergeometrica.

En tal sentido indagaremos si los momentos no centrados de esta
distribucién nos ayudaran en la verificacibn de estas propiedades y
caracteristicas, mediante la funcién generadora de momentos.

IV.- HIPOTESIS

Utilizando la relacién existente entre los k+1 primeros momentos
centrados realizadas por Pearson probaremos que también existe relacion
entre los k+1 primeros momentos no centraremos de la Distribucion
hipergeometrica.

V.- FORMULACION DE OBJETOS

5.1. OBJETIVOS GENERALES



- Determinar la relacibn que existe entre los k+1 primeros
momentos no centrados de la Distribucion hipergeometrica.
5.2. OBJETIVOS ESPECIFICOS

- Definir la funcion de probabilidad de la Distribucion
hipergeométrica.

- Definir la funcién Generatriz de Probalidad de la distribucion en
estudio.

- Precisar los momentos no centrados (momentos respecto al
origen)

VI.-  JUSTIFICACION

El presente trabajo de investigacion, pretende contribuir con el
avance de las ciencias estadisticas en virtud a la gran importancia para el
desarrollo de las caracteristicas y propiedad de la Distribucion Hipergeometrica,
ademas puede ser una herramienta muy poderosa para estudiar diversos
aspectos de las diferentes distribuciones de probabilidades.

VIl.- METODOLOGIA

El método que utilizamos en este proyecto es el método Mixto
Analitico y Deductivo.

VIIl.  LIMITACIONES DE LA INVESTIGACION

En el proceso de investigacion se han experimentado algunos
obstaculos que dificultaron el normal avance del presente trabajo, tales como:

- La falta del material bibliografico acerca del trabajo de
investigacion.

- Falta de experiencia en este tipo de investigaciones, que no nos
permite actuar con pericia y eficacia de los experimentos por ser
este el primer proyecto de investigacion que lo realizo, sobre
temas relacionado con la estadistica.

IX MARCO TEORICO CONCEPTUAL
IX.1.ANTECEDENTES DE LA INVESTIGACION

Se encontrod los siguientes antecedentes: Huygens propone 5 problemas
de gran importancia en el desarrollo de la teoria de la probabilidad. De Moivre,
en 1711, resuelve el cuarto utilizando lo que hoy conocemos como funcién de
probabilidad Hipergeométrica, siendo esta la primera referencia histérica que
sobre la citada distribucién aparece en la literatura probabilistica.

Los momentos han sido estudiados, principalmente, por Karl Pearson y
V. Romanovky, en sucesivos articulos publicados entre 1899 y 1925.



En este Ultimo afio Pearson encuentra la relaciéon entre sus k+1
primeros momentos centrales.
A nivel local no se encontrd una investigacion parecida referente al tema que
tratamos.
Juan Antonio Garcia Ramos publica un articulo por Internet referente al tema
es estudio.
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CAPITULO |: DEFINICION DE TERMINOS BASICOS

I.1.Poblacién.- Conjunto de todos los individuos u objetos que poseen una
caracteristica comun ejemplo: la poblacién peruana, la poblacion
de estudiantes de la UNSAAC, los estudiantes de la carrera de
Matematicas.

I.2.Muestra.- Esta constituida por una parte de los individuos que componen la
poblacion y que permite sacar resultados referenciales de la
poblacion a partir de su analisis.

Ejm. Los estudiantes del curso de Andlisis de regresion, la carrera
profesional de Matematicas constituye una muestra.

I.3.Elemento.- Son las unidades para los cuales se desea obtener
informacion. En un estudio puede haber mas de un elemento.

I.4.Experimento Aleatorio.- No es algo que se haga necesariamente en la
practica o en un laboratorio; al contrario casi siempre
es imaginario.

Las caracteristicas principales de un experimento aleatorio son las siguientes:

a.-  Se puede repetir las veces que uno quiere o0 esta sujeto a repeticion.

b.- Su resultado final esta fuera de control, esto es, depende del azar.

C.- Si embargo, se puede anticipar la totalidad de resultados posibles.

d.- Se observa cierto patron de regularidad a medida que aumentan las

repeticiones.

I.5.Espacio Muestral.- es la totalidad de resultados posibles en un
experimento aleatorio, es decir, el conjunto de todas las
posibles ocurrencias.



Generalmente se denota por la letra Q.

Q= {W,W,,W,...... }

.6.Evento.-

Es cualquiera de los conjuntos que comprenden el espacio
muestral.

I.7.Probabilidad.- La probabilidad de un suceso (0 evento) es un concepto

abstracto que se usa para describir el grado de certidumbre
o verosimilitud de ese evento, de acuerdo con las
condiciones bajo las que se realiza algin experimento

aleatorio.
|.8.Ensayos sin Reposicion.- Suponga que se tiene una poblacion de
N objetos que son de sélo t tipos diferentes denotados por tipo 1,
tipo 2, tipo 3,...... , tipo t. Suponga ademas, que se escoge de ahi
una muestra de tamafio “n” sin reposicion. Si en la poblacién hay
Ki objetos del tipo 1,..... , Ki objetos hasta t entonces la
probabilidad de que en la muestra
haya exactamente K; objetos del tipo 1; K, objeto del tipo 2,..... , hasta X;
objetos del tipo t, viene dada por la expresion siguiente.
kl k2 kt
X x, ) « . .
2 t _
v , donde D x. =n y Dk _,
i=i i=i
n
[.9.Ensayos con reposicibn (ENSAYOS DE BERNOULLI).- si un

n
K

experimentado Aleatorio consiste de “n“ensayos repetidos
independientes, de los cuales solo hay dos tipos que son: Exito
(con probabilidad individual igual a p) y fracaso (con probabilidad
individual a g = 1 - p), entonces la probabilidad de que en “n”
ensayos se obtengan exactamente K éxitos y n-k fracasos esta

dada por.

[.10.VARIABLE ALEATORIA.- Si Q es un espacio muestral con una medida

de probabilidad y X es una funcion con valor real definida con



I.1.

respecto a los elementos de Q, entonces X se denomina variable
aleatoria.

Variable aleatoria Discreta (V.A.D.).- es cuando su campo de
variacion se compone de un numero finito o numerable de puntos.
Variable aleatoria Continua (V.A.D.).- es continua si su funcion
de distribucion, F(x), es continua, la primera derivada existe y es
continua.

Funcién de densidad de probabilidad de una V.A.D.-  si “X” es una
V.A.D, la funcion dada por:
f(x)=P(X=x) para cada x contiene en el intervalo de X se denomina

funcién de Densidad de probalidad, o distribucién de probabilidad
de X.

CAPITULO Il: CONCEPTOS BASICOS

LA DISTRIBUCION HIPERGEOMETRICA

Aparece la distribuciéon hipergeométrica al considerar una poblacion de

N elementos, dividida en dos clases exhaustivas formadas por AyB puntos
muéstrales, respectivamente.

Consideremos los elementos de la primera clase como “éxitos” y los de

la segunda como “fracasos”, se define la variable aleatoria “X” como el
ndmero de éxito o puntos de la primera clase obtenidos al realizar “n” pruebas
0 extracciones sin emplazamiento. La funcion de probabilidad de la variable
“X"es:

para maf0,n B}<x < min {n, A}

Si llamamos N al tamafio de la poblacion, es decir, N=A+B,y pyq alas

probabilidades de éxito y fracaso iniciales, respectivamente p=A/N y q=B/N
Podemos escribir:

p(X = x)=[J[”‘J—C)(N”_‘nxj para max. {0,n —B}<x<min{n, A}



II.2. VALOR ESPERADO

Sea “X” una variable aleatoria discreta con valores posibles
X1,X2.....Xn,.... Y Sea P(X=x)), i=1,2,...n,.... Entonces el valor esperado de “X” (o0
esperanza matematica de x), que se denota con E(x), se define como:

E(x):im p(x=x,)

1.3. MOMENTO NO CENTRADO

Sea k un numero entero positivo. Se define el momento no centrado (o
momento respecto al origen) de orden k de la variable, como el valor esperado
de X* Lo denotaremos:

k — " !
E(X )‘ Uk (x)_u k Se verificaque u'o=1y U1 =E[X]= u
I.4. FUNCION GENERATRIZ DE MOMENTOS

Supdngase que “X” es una variable aleatoria, es decir, “X” es una
funcién del espacio muestral a los numeros reales. Al calcular diversas
caracteristicas de la variable aleatoria “X” como E (x), V (x), trabajamos
directamente con la distribucion de probabilidades de “X” (La distribucion de
probabilidad esta dada por una funcién: la fdp en el caso continuo, o las
probabilidades puntuales P(x;)= p(x=x) en el caso discreto. La ultima también

se puede considerar como una funcion que toma valores distintos de cero solo
si x=x;, =1,2,...)

Posiblemente podemos presentar otra funcién y hacer los célculos necesarios
mediante ella.

DEFINICION.- Sea “X” una variable aleatoria discreta con distribucién de
probabilidad p(x )= p(x=x), i=1,2,...La funcién Mx, llamada FUNCION
GENERADORA DE MOMENTOS DE X, se define como:

Si X es una variable aleatoria continua con fdp f, definimos la funcion
Generadora de momentos como:

Mx(t) = ij? e™ f (x)dx

OBSERVACIONES



- tanto en el caso discreto como en el continuo, Mx(t) es
simplemente el valor esperado de e™ por tanto, podemos
combinar las expresiones anteriores y escribir.

- Mx(t) = E(e™)

- La funcién Generatriz de Momentos se escribe como una serie
infinita o integral (impropia), dependiendo si la variable aleatoria
es discreta o continua. Tal serie puede no existir siempre (es
decir, convergir a un valor infinito). Para todos los valores de t. sin
embargo, no nos interesara esta posible dificultad. Cada vez que
hagamos uso de la funcibn generadora de minutos siempre
supondremos que existe. (Para t=0, la funcibn Generadora de
momentos siempre existe y es igual a 1)

II.5. FUNCION CARACTERISTICA

Hay otra funcion muy relacionada con la funcion generatriz de momentos
que a menudo se usa en su lugar, se llama Funcién Caracteristica, se denota
con Cyy se define como:

C,(t)=E[e™]  donde: i=-/~1 launidad imaginaria.

Por razones tedricas, hay una ventaja considerable al usar Cy(t) en vez
de My(p) (por esta razdn, Cy(t) siempre existe para todos los valores de t). Sin
embargo a fin de evitar célculos con niumeros complejos restringimos nuestra
exposicion a la funcion Generadora de Momentos.

I.L6. SERIE DE TAYLOR

Alrededor de x=a se puede representar f(x) de manera exacta en la
vecindad x=a la serie de Taylor se define como una serie de potencias de la
forma. Siguiente:

F(X)=F (a)+hf* (@) + *Z‘I £ (a) 4ot £O(a)

De donde si evaluamos la n-esima derivada de la funcién f calculada en
x=0. Se obtiene la llamada serie de Maclaurin, es decir:
Sea la funcion e* entonces si evaluamos la derivada n-esima en x=0 se obtiene:

e

1.7. PROPIEDADES DE LA FUNCION GENERADORA DE MOMENTOS



Daremos ahora la razon para llamar My funcion generadora de
momentos. Recordemos el desarrollo en serie de Maclaurin de la funcion de e*

2 3 n
X X
e =l+X+—+—+. it —+.
2! 3! n!
(Se sabe que esta serie converge para todos los valores de X.)
2 n
tX tX
Asie“=1+tx()+ ....... +g+ ......
’ 2! n!

Ahora:
Mx )= E(*)=E @+t + (t);l)2+ +(Dr:|)n+ )

Donde el valor esperado de una suma finita es igual a la suma de los
valores esperados. Sin embargo, considerando una suma infinita como la
anterior no podemos aplicar de inmediato tal resultado. No obstante, resulta
que en condiciones justamente generales esta operacion es todavia valida.

Supondremos que las condiciones pedidas se satisfacen y por
consiguiente procederemos.

Recordemos que t es una constante respecto a la esperanza y podemos
escribir:

vEW

Si My(t) existe en un intervalo [t]<T, con T>0, se verifica que u', = E(X")
es el cociente de t*/k! en el desarrollo de Taylor de M(t).

Mx (t)= E(e“):kzoj u‘kLk!

1.8. SERIE HIPEREGOMETRICA

Se conoce como serie hipergeometrica 0 serie hipergeometrica de
Gauss a la siguiente:

OO i) i Ci
zlrl(a;b;c;x):Zaglbi| dondeC+#0-1,-2.....
i=0 ;) !-

y los mg; son los simbolos de pochhammer
mgp=m(m+1).....(m+i-1), me=1



Si a 6 b son enteras negativos la serie tiene un namero finito de términos
no nulos.

Es absolutamente convergente para |x <1y divergente para|x >1.
Si [x=1 es:
a) Absolutamente convergente si c-a-b>0,

b) Condicionalmente convergente si-1<c—-a—-b< o y x=-1,
c) Divergente si c-a-b < -1.

CAPITULO lll: RESUMEN DE LA INVESTIGACION

La funcion generatriz de probabilidad de la distribucion hipergeométrica es

min{n,Np}

G.(z2)= > P(XX=x7

x=max{o,n—Nq}

h,z"2F,(=n+m,—Np+m;Ng—-n+1+2m;z),

siendo m = max{0,n - Nq}.
Consideremos la expresion de Mx(t) (que en lo sucesivo denotaremos

simplemente como M(t) para la distribucion hipergeométrica.

min{n,Np}

E€™ )= > P(X=x)e"

x=max{o,n—Nq}

= h_e"™;F (-n+m,—Np +m; Ng—n+1+2m;e'),

M ()

siendo m = max{0,n - Nq}.
La serie ,F; (a,b;c;x) es una solucion de la “ecuacion de Gauss” :

d,R(x)

X(1-x) o

+[c—(a+b+1)x]

d?2F,(x
73 12( ) —ab,F(x)=0

Si hacemos



X:et, m:die—t dZZFlZ(X):dZE e_Zt_die—Zt

como M(t) = hme'™ se tiene que F = (1/hn)e™™M y ademas

—tm

F=%"(M-nM)
hm
n e_tm n 1 2
F'= H (M"-2mM"'+m-M)

m

Luego, sustituyendo en la ecuacion

—tm
etfi-eh) & (M"—ZmM‘erzMe‘21 _Cm(memm )e‘Z‘J
h hm

m

—tm

+[Ng-n+1+2m—(=n+m- Np+m+1)e‘]eh—(M‘—nM e
m

—tm

€ ™
hm

y simplificando convenientemente, se obtiene:

—(-=n+m)(-=Np+m) =0

(L—e' (M "—emM+m’M — M*+mM )

+[Ng=n+1+2m—(-n+2m-Np+1e'[M—mM)—(n—m)Np-m)' M =0
o incluso
M"({1—e')+ M*[Ng—n-+e'(n+Np)|- M (m? + Ngm—nm+nNpe')=0

y recordando que



2

ot
2!
2

My + iy + g+

M) = l4x s

ll"‘ﬂz

M'(t)

2

n _ ' ' t '
M™(t) = Hot gt b oyt

2

et=1+£+t—+...
r 2

Resulta

R E TR RS TR T
t ﬁ t t
[/ll-i-/lz +l|y3 o .j{Nq—n[1+ﬂ+2!+...j(n+ Np)}

bt t? t t?
—nNp [1+#11.'+y22!+'"j[1+__.+"'j:0

Igualando ahora a cero el coeficiente de t* resulta

k
Z[ j[ﬂkﬂ i n+ Np)/lk+l i + an/Jk-H] N/lk+| an/lk (1)

i=1

y utilizando el operador desplazamiento E, EP(u,) = y'w' tenemos

@+ EY ~E* [, —(n+ Np)u; + 0Nty ) = Ny, ~nNp )

resulta valido para k < 0.

La expresion (1) puede escribirse también en la forma

k
Z[l j[y|+l n-+ Np) +any|—l] Nyk+l anyk

i=1



y de aqui, si convenimos que (52) = (El) = 0 para todo k, podemos obtener

el valor del (k+1)-ésimo momento en funcién de los k + 1 precedentes:

el e

valido para k > 0.

Para finalizar, si aplicamos los resultados (1), (2) o (3) para los primeros

valores de k se obtiene:

Ho =1
t, =Np
- np(nNp—n—-Np+N)
2 N -1
. np(2n® +N?+3nNp+3nN?p+n*N?p? +2N?p? —3n*Np —3nN?p* —3nN -3N, p
Hs (N-1)N—2)
CONCLUSION.

De la exposicion realizada podemos observar que si existe relacion entre
los k+1 primeros momentos no centrados de la distribucion, por lo tanto

podemos realizar o describir las caracteristicas de ésta distribucion.



